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Tato prace se podrobné vénuje zptisobu, jakym David Hilbert (1862—-1943) pojal
aritmetizaci geometrie v knize Grundlagen der Geometrie z roku 1899. Nejprve
stru¢éné predstavime Hilbertovy piedchiidce z téZe doby konce 19. stoleti, ktefi
bud volali po zménach v zaloZeni geometrie, nebo je jiz sami zapracovali pro-
stfednictvim axiomaticko-deduktivni metody. P¥itom zaroven zminime relevant-
ni Hilbertovy pfednasky z oboru geometrie, které jeho dilu pfedchazely. Nasledné
se pokusime nastinit obsah prvnich dvou kapitol knihy a vysvétlit dobové i vécné
souvislosti, nutné k jejich pochopeni. Pfedstavime zptisob implicitnich definic za-
kladnich pojmt a vztaht v axiomech a dale Hilbertovo rozdéleni axiomi do sku-
pin, pficemz se zejména zaméiime na axiomy spojitosti v kontextu s problemati-
kou bezespornosti geometrie. K tomu popiseme konstrukei aritmetického modelu
axiomi geometrie, ktery Hilbert pro diikaz bezespornosti pouziva. V zavéru se
pokusime nastinit Hilbertovy hlavni dGvody k napsani dila a nékteré kli¢ové di-
sledky jeho pojeti axiomatiky geometrie.

Uvod

V tomto ¢lanku predstavime zptisob, jakym David Hilbert (1862-1943)
sleduje myslenku aritmetizace geometrie prostrednictvim jeji nové axi-
omatiky v knize Grundlagen der Geometrie z roku 1899. Nejdiive jme-
nujeme Hilbertovy pfedchtidce, ktefi se o novou axiomatizaci geometrie
pokouseli, a zminime i jeho ¢innost v oboru geometrie pied vydanim
knihy. Autory, ktefi axiomatizovali aritmetiku a logiku, zde neuvadime,
nebot jde o rozsiahlé téma mimo zabér ¢lanku.
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Nasledné provedeme textovou analyzu prvnich dvou kapitol knihy
za pouziti néasledujici sekundarni literatury: Nejvice budeme pouzivat
zaznamy Hilbertovych prednasek o geometrii a napojeni na literatu-
ru, kterou Hilbert cetl, uvedené v disertaci Michaela Toepella z roku
1986 o pitivodu tohoto Hilbertova dila. Nékteré interpretace z oboru
filosofie matematiky budou prevzaty z knihy od Romana Murawské-
ho a Thomase Bediirftiga a z knihy Petra Vopénky a Marie Vétrovco-
vé. Soucasné interpretace budeme citovat z knihy editora Hanse N.
Jahnkeho a knihy editora Williama Ewalda. Dale budeme vychazet
z primarnich zdroja v Hilbertovych Gesammelte Abhandlungen, a to
predevs§im z Hilbertova zivotopisu od Otta Blumenthala (1876-1944).
Hilbertovo pojeti se pokusime srovnat s postojem Henriho Poincarého
(1854—1912) a Richarda Dedekinda (1831-1916), pro tento tcel uzije-
me aktualni ceské vydani Poincarého textii a francouzské kritické vy-
dani spisti Dedekindovych.!

Pokusime se predlozit takovy vyklad, ktery by pomohl novackovi se
v textu orientovat. K textu dopliujeme kontext Hilbertovych nazori, jim
neuvedené souvislosti matematické a historické, které se budeme snazit
dokéazat na primarnich textech. Zamérime se pfitom na zptisob, jakym
Hilbert chape aritmetizaci geometrie, a rozebereme aritmeticky model,
ktery ve druhé kapitole pouziva k diikazu bezespornosti. Hilberttv text
zde doplnime konkrétnimi priklady ¢i protipriklady, kterymi se budeme
snazit vyjasnit souvislost problému bezespornosti geometrie s problé-
mem jeji spojitosti.

V zavéru uvedeme nazory nékolika Hilbertovych soucasnikti na di-
vody, pro¢ Hilbert dilo psal, a porovname je se soucasnou standardni
interpretaci textu, coz bude druhym cilem nasi studie.

Predchilidci — nazornost geometrie, pocatky bezespornosti

Jiz delsi dobu pred Hilbertem bylo mezi matematiky znamo, ze Euklei-
dovy Zaklady obsahuji jisté nedostatky. Slo napt. o skute¢nost, ze nékte-
ré jeho axiomy bylo mozné odvodit z jinych, Ze mnozina axiomi nebyla

1 Toepell (1986). Bediirftig & Murawski (2015). Vopénka & Vétrovcova (2015). Jahnke (1999).
Ewald (2006). Hilbert (1970). Blumenthal (1970). Fiala (2010a). Benis-Sinaceur (2008).
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nejmensi mozna, ze néktera jeho tvrzeni méla byt naopak oznacena za
axiomy, ze ve svych diikazech neuvedl vSechny predpoklady, které pou-
Zival, nebo Ze nékteré z nich nebyly v dile ani pfitomny, at uz jako axiomy
¢i jako tvrzeni. V druhé poloviné 19. stoleti se navic zpétné objevil pro-
blém spojitosti geometrie.2

Diikazy nezavislosti patého Eukleidova postulatu, diky kterym byly
v prvni poloving€ 19. st. objeveny neeukleidovské geometrie, odpovidaji
dikaziim bezespornosti téchto geometrii. Felix Klein (1849—-1925), kte-
ry ve svém Erlangenském programu neeukleidovské geometrie klasifi-
koval, dokéazal bezespornost neeukleidovské geometrie hyperbolické
pomoci modelu, ve kterém identifikoval jeji prvky a vztahy s urcitymi
prvky a vztahy geometrie eukleidovské.3 Nabizela se ihned otazka, zda
by mohl byt proveden podobny diikaz bezespornosti téch geometrii,
které by vychazely z absence jinych predpokladii nez zrovna patého Eu-
kleidova postulatu o rovnobézkach.4 Pokud ano, bylo by tim téz doka-
zano, ze tyto axiomy a postulaty nejsou nutné pro to, aby byla vysledna
geometrie bezespornd, a Ze jsou tedy nezavislé.5 Mezi takto vzniklymi
geometriemi by tak eukleidovska geometrie ztratila jakékoliv vysadni
postaveni a nedostacoval by ani Eukleiduv zptsob vedeni diikazi po-

2 Jde o otazku, zda Eukleidovy axiomy vynucuji, aby prostor obsahoval nutné vsechny body. Pro-
blém se projevi hned pfi prvnim Eukleidové tvrzeni prvni knihy Zdkladii, ve kterém Eukleidés
stanovuje tlohou, Ze lze zkonstruovat rovnostranny trojihelnik, aniz by v diikaze uvedl pied-
poklad, Ze se dvé kruznice se stfedy v krajnich bodech tsecky, jejichz polomérem je délka této
usecky, museji nutné protnout, tj. Ze body protnuti existuji. Eukleidés tento predpoklad neu-
vedl, coz v§ak nebylo chybou, ale souviselo s jinym chépanim geometrického dikazu v antice,
totiZ jakozto poukazu k evidenci. Budouci zménu v pojeti geometrickych dtikazti predznamenal
Bernard Bolzano (1781-1848), jenz u tohoto tvrzeni upozornil, Ze evidovana pravda o protnuti
dvou kruznic pii konstrukei rovnostranného trojahelniku je az objektivnim dtsledkem objek-
tivni pravdy, Ze prostor body protnuti obsahuje. Viz Vecerka (1967, s. 211). V Hilbertové dobé
na nespojitost Eukleidovy geometrie upozornil Dedekind v dopise Lipschitzovi z roku 1876. Viz
Dedekind (1876, s. 479); srov. komentar Benis-Sinaceur (2008, s. 273—281).

3 Viz Klein (1871). Klein (1873). Pozadavek diikazu bezespornosti geometrie eukleidovské mate-
matikové nevznaseli, nebof jeji bezespornost dokazoval nazor samotny.

4 Klein v ¢lanku pouZzivé nejprve termin piedpoklady (Voraussetzungen), nasledné jiz jen axiomy.
Pod tento termin vSak zahrnuje i Eukleidovy postulaty, nebot mluvi napt. vyslovné o axiomu
o rovnobézkach (paty postulat) ¢i axiomu o nekoneéné piimee (prvni postulat). Viz Klein (1873,
S. 113).

5 Toto pojeti nezéavislosti tvrzeni (tj. i axiom a postulati) je tieba odlisit od druhého ptipadu, kdy
fikdme, Ze axiom je nezavisly na ostatnich, pokud jej z ostatnich nelze odvodit. Pokud potom
jsou takto vzajemné nezévislé v§echny axiomy daného systému, neobsahuje tento systém nad-
bytec¢né axiomy. Viz Weyl (1944, s. 266); srov. Toepell (1986, s. 59).
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moci privedeni k evidenci, coZ vét§ina matematiki, véetné téch, kteri
zminéné neeukleidovské geometrie uznavali, jiz nebyla ochotna pfi-
jmout.®

Klein navrhoval vytvorit novy systém axiomi nejprve pro projektivni
geometrii, ktera v jeho pojeti vSechny tyto metrické geometrie zahrno-
vala. Pridanim dal$ich axiomi by pak tyto dalsi geometrie bylo mozné
vyclenit. Zaroven, brano z druhé strany, by pak napi. pro systém axio-
mi eukleidovské geometrie platilo, Ze pokud bychom vzali jen jeho pod-
mnozinu, bylo by z ni mozné odvodit opét pouze urcitou podmnozinu ze
vSech tvrzeni eukleidovské geometrie.”

Kleinem navrzena axiomatika se poprvé objevila v knize Vorlesungen
tiber neuere Geometrie z roku 1882 od Moritze Pasche (1843-1930),
ktery se v ni na Kleina ptfimo odkazoval. Pasch fesil nékteré zminé-
né vytky k Eukleidovu dilu. Jeho axiomy, které nazyval zakladni véty
(Grundsqitze), jiz predstavovaly mnozinu, z niz $la vSechna ostatni tvr-
zeni prisné logicky odvodit. Tato mnozina zahrnovala napf. i axiomy
usporadani ¢i axiom spojitosti, které v Zakladech schazely, a na druhou
stranu v ni Zadny axiom nebyl nadbyteény. Ackoliv Pasch pro zéklad-
ni pojmy, o nichz jeho axiomy vypovidaly, tj. pro body, tsecky a ¢asti
roviny, jiz uznaval nejednoznacnost interpretace, mély tyto pojmy stej-
né jako u Eukleida stale empiricky ptivod.® Zcela abstraktni, tj. na zku-
Senosti nezavislé, byly teprve zakladni pojmy v axiomatizaci geometrie
Giuseppe Peana (1858-1932) z roku 1889, ktera predstavovala pouhy
logicky kalkul, a to v Peanové specifické symbolice, kde byly tyto zaklad-
ni nedefinované pojmy, tj. u Peana jen body a tisecky, reprezentovany
proménnymi. Ve své pozd€jsi praci z roku 1894 navic Peano pozadoval
dtikazy vzajemné nezavislosti vSech axiomi.?

Hilbert ve svych Grundlagen der Geometrie pifimo odkazoval na
knihu Paschovu. Na Peana se zde neodvolaval, ale o jeho ¢innosti védél
a napr. ve svych prednaskach z roku 1898 odkazoval na jinou Peano-
vu praci k axiomatizaci geometrie. Své presvédceni, Ze je matematicky

Poincaré (1903, s. 2).

Srov. Toepell (1986, s. 7).

8 Ani Pasch proto nepokladal otazku o bezespornosti svého systému axiom, nebot ji stejné jako
u Eukleida zarucoval néazor.

9 Peano (1889). Peano (1894).

N O
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nevyznamné, zda geometrické pojmy vychazeji z nazoru ¢i nikoliv, a Ze
ma smysl premyslet pouze o jejich spojeni prostrednictvim axiomi, vsak
prevzal predev§im z prednasky, kterou na sjezdu némeckych prirodo-
védct roku 1891 v Halle pfednesl Hermann Wiener (1857—-1939). Ten
v ni navrhoval stanovit cely novy systém axiomu abstraktnich a zcela
se vyhnout v té dobé dominujicim Paschovym empirickym axiomtm
geometrie.*

Hilbertova ¢innost v oboru geometrie poc¢inala vedenim prednéasek
o geometrii projektivni v roce 1891 a o geometriich neeukleidovskych
v roce 1894. Vysledky svych vyzkumii shrnul v dopise Kleinovi z téhoz
roku, kde Hilbert pojednaval o primce jako nejkratsi spojnici dvou bodi.
Publikace tohoto dopisu z roku 1895 je zaroven Hilbertovou prvni praci
z oboru geometrie." Po letech, kdy se vénoval teorii cisel, se ke geometrii
vratil v pfednaskach v zimnim semestru 1898/1899, a to nyni ke geome-
trii eukleidovské.*

Hilbertovy Grundlagen der Geometrie

Na zacatku dila Grundlagen der Geometrie zavadi Hilbert své zakladni
pojmy — body, pfimky a roviny — jako tfi rizné systémy véci (Systeme
von Dingen). Toto souslovi pouzil jiz pied nim Dedekind, pticemz slo-
vo systém uzival v tomtéz vyznamu jako mnozina a véc definoval jako
~predmeét naseho mysleni“ (Gegenstand unseres Denkens).® To mélo
i u Hilberta, v souladu s jim zamyslenou radikalni abstrakei od nazo-
ru, vyjadrit, Ze zavedené pojmy nenesou od zacatku tentyz standard-
ni vyznam, ktery nesou v obycejném jazyce. Urcity konkrétni vyznam
ziskavaji az skrze jednotlivé axiomy, které mezi témito pojmy zavadéji
vztahy, coz komentoval jeho soucasnik, matematik a fyzik Henri Poin-
caré takto:

10 Viz Blumenthal (1970, s. 402f); srov. Toepell (1986, s. 40ff).

11 Hilbert (1895).

12 V dopise Adolfovi Hurwitzovi (1859—1919) z 16. 3. 1898 se Hilbert vyjadyil, Ze kviili tomu, Ze byla
veskera pozornost upfena na axiom o rovnobézkach a ptislusné geometrie neeukleidovské, byla
eukleidovska geometrie zanedbavana, a¢ je s podivem, kolik nového v ni 1ze objevit. Viz Toepell
(1986, s. 116).

13 Dedekind (1888, s. 344).
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,Co je to za ,véci? To nevime a ani védét nemame, dokonce
by bylo nepristojné po tom patrat. Jediné, co mame pravo
védét, je to, o éem nés poucuji axiomy, napft. tento:

dva rtizné body urcuji vzdy jednu ptimku [...]*

Toto pojeti melo také za nasledek, ze se pri zaméné vSech vyskytl urci-
tého zakladniho pojmu, tfeba slova bod, za jakékoliv jiné slovo, ptivodni
teorie nezméni. Uzit by pritom bylo mozné i zcela vymyslena slova, ktera
dosud postradala smysl, coz Dedekind navrhoval jiz roku 1876 v dopise
Lipschitzovi jako vhodny prostfedek pro analyzu bezespornosti té které
teorie (jmenovité napt. Eukleidovy geometrie ¢i realnych cisel):

»[...] nahradit vSechny umélé vyrazy libovolnymi nové vymy-
Slenymi (dosud bezvyznamnymi) slovy, je-li budova dobte
zkonstruovana, nesmi toto zapricinit jeji zficeni [...]*

A¢ se tyto Hilbertem stanovené axiomy navenek velmi podobaji axio-
mim a postulatim Eukleidovym ¢i zakladnim vétdm Paschovym, na
vyznamové urovni se od nich vyrazné odliSuji. Tyto axiomy jsou impli-
citnimi definicemi*® zminénych zakladnich pojmu (systémi véci), kte-
ré se v nich vyskytuji, ale také Hilbertem pouzivanych zakladnich vzta-
hii incidence, uspotadani (byti mezi) a shodnosti. Napr. vyse uvedeny
axiom je tak ¢4sti implicitni definice bodu, pfimky a vztahu incidence.
Zcela definovan, brano z druhé strany, je totiz uréity zdkladni pojem ¢i
vztah teprve skrze vS§echny axiomy, ve kterych se vyskytuje. Jeho vyznam
je tedy ovlivnén tim, které axiomy jsme zavedli a které ne. Pro Hilber-
ta je pak to, Ze je takovy systém véci viibec mozny (tj. Ze véci existuji),
zaruceno ditkazem bezespornosti takto arbitrarné stanoveného systému
axiom (viz nasledujici odstavec a kapitolu Vliv axiomatiky).

14 Poincaré (1904, s. 29).

15 ,[...] alle Kunstausdriicke durch beliebige neu erfundene (bisher sinnlose) Worte zu ersetzen,
das Gebaude darf, wenn es richtig construirt ist, dadurch nicht einstiirzen [...]“ Dedekind (1876,
s. 479).

16 Vice k tématu viz napi. Weyl (1944, s. 264). Ve francouzském prostiedi misto terminu définiti-
ons implicites (napt. Dubucs (1992, s. 217)) pouzival H. Poincaré téZ termin définitions degui-
sées (doslova prevlecené definice). Jifi Fiala jej v soudobém sborniku Poincarého textd pielozil
jako skryté definice (viz Fiala (20104, s. 65, 85, 170) viiéi originalim Poincaré (1908, s. 131, 185)
a Poincaré (1912, s. 503)), diive jako maskované definice (viz Fiala (2010b, s. 193) vii¢i originalu
Poincaré (1891, s. 773)).
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Na rozdil od svych predchiidcti usporadal Hilbert své axiomy geomet-
rie do skupin, a to nasledovné: axiomy incidence (I), axiomy usporadani
(IT), axiomy shodnosti (III), axiom o rovnobézkach (IV) a axiomy spoji-
tosti (V). Kazda z téchto skupin méla dle Hilberta ,vyjadtfovat jista vza-
jemné souvisejici zakladni fakta o nasem nazoru.“” Systém axiom mél
splilovat tii pozadavky: nezavislost, Gplnost a bezespornost. Pojem ne-
zavislosti v tomto pripadé znamen4, Ze nelze zadny axiom vyvodit z axi-
omu ostatnich.’® O uplnosti axiomatického systému mluvime, pokud je
v ném kazdé tvrzeni bud’ dokazatelné, nebo vyvratitelné. Pokud je né-
jaké tvrzeni soucasné dokazatelné i vyvratitelné, je teorie sporna, pokud
se takové tvrzeni nevyskytuje, je bezesporna, neboli konzistentni. Prave
dtikaz vzadjemné bezespornosti axiomi oznacuje Hilbert na Mezinarod-
nim kongresu matematiki v PatiZi v roce 1900 za nejdilezitéjsi ze vSech
problémi, které se na poli axiomi vyskytuji.2° Predtim, nez predstavime
Hilbertiiv dikaz bezespornosti, se vsak blize zamétime na problém spo-
jitosti.

Axiomy spojitosti

Mezi axiomy spojitosti patii Archimédiv axiom (V1) a axiom uplnos-
ti (V2). Archimédtiv axiom V1 vypovida o tom, Ze pokud na pfimce, na
niz lezi tfi rizné body, klademe kratsi asecku, kterou vytinaji dva z nich,
nékolikrat za sebou smérem k bodu tfetimu, vzdy se po urcitém poctu
krokii dostaneme za néj. Tento axiom je ale pouze nutnou podminkou
spojitosti, nikoliv postacujici.

Axiom tuplnosti** V2 vyjadruje, Ze sjednoceny systém bodi, primek
a rovin (ptivodné ti riznych systémi véci) se nemuze rozsirovat o dalsi
systém véci tak, Ze by zaroven v takto rozsireném systému platily pred-

17 ,[... jede Gruppe] driickt gewisse zusammengehorige Grundtatsachen unserer Anschauung
aus.” Hilbert (1923, s. 2).

18 Srov. pozn. 5.

19 Srov. pozn. 21.

20 Hilbert (19004, s. 300).

21 Stejné jako v pripadé nezavislosti (viz pozn. 5) miize i v pfipadé tplnosti nastat nedorozumeéni
kvili terminologii. Tento axiom tplnosti V2 vyjadiuje tplnost systémi véci (tedy zakladnich
prvkt — bodti, ptimek, rovin). Oproti tomu jsme se vySe (text u pozn. 19) zminovali o tplnosti
systému axiomi. Axiom V2 o ni nevypovida a ani jeho vyskyt tuto vlastnost neovliviiuje.
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chozi axiomy I-V1.22 V tomto ohledu jej 1ze, v odpovidajici podobé, po-
uzit i jako posledni axiom jakéhokoliv jiného axiomatického systému.23
Pro prislusny spojeny systém véci, v nasem pripad€ pro geometrii, proto
tento axiom zarucuje jednoznacnost, ale predev§im spojitost. Hilbertiv
student a pozdéjsi kolega Paul Bernays (1888—1977) poznamenava, ze
ze znéni axiomu uplnosti neni na prvni pohled zfejmé, Ze vyjadtuje také
pozadavek spojitosti a ze je tento zfejméjsi napt. z Cantorova axiomu,
jimz se zavadeéji realna cisla jako posloupnosti vnorenych intervali.>+

Zminili jsme také vySe, Ze se axiom spojitosti vyskytoval uz u Pasche.
Byl zde v$ak jinak formulovan nez u Hilberta, a to v takové podobé, ktera
byla ekvivalentni k obéma axiomtim V1 a V2. Spojitost proto skute¢né
vyjadroval. Hilbert nejprve Paschovu formulaci prevzal a axiom spoji-
tosti v tomto tvaru uvedl ve vySe zminéném dopise Kleinovi z roku 1894.
V prvnim vydani Grundlagen der Geometrie byl uveden pouze Archi-
médiiv axiom jako jediny axiom spojitosti. Slo ale o Hilbertovu chybu,
na kterou jej upozornil teprve recenzent. V nasledujicich vydanich se jiz
vyskytuji oba axiomy spojitosti V1 a V2.

Pivodné se Archimédtiv axiom nachézel jiz v Eukleidovych Zakla-
dech ve formé tvrzeni (kniha V, tvrzeni 4). Axiom V2 se v Eukleidovych
Zakladech nenachézel.?s Hilbert proto geometrii eukleidovskou?® nazy-
val ve své knize takovou geometrii, kterou lze odvodit jiz z axiomi I-V1.
Jak bude nize vysvétleno, takovychto eukleidovskijch geometrii najde-

22 P¥itomnost Archimédova axiomu V1 (nebo odpovidajiciho axiomu) vyzaduje Hilbert vyslovné.
Geometrii, ktera spliiuje jen axiomy -1V, av§ak nespliiuje V1, lze totiz vzdy rozsifovat o dalsi
body, aby ony axiomy I-IV zlstaly v platnosti, coZ je se smyslem axiomu V2 v rozporu. Viz
Hilbert (1923, s. 22f). To dokazuje, jinymi slovy feceno, Ze Archimédiiv axiom V1 je na téchto
axiomech I-IV a V2 zavisly. Pouze na axiomech I-1V vSak zavisly neni, coz Hilbert dokazal ve
druhé kapitole Grundlagen modelem geometrie, ve které tyto axiomy I-IV plati, axiomy V1 a V2
vsak neplati. Tato geometrie se nazyva nearchimédovska. Ohledné nezéavislosti axiomu aplnosti
V2 viz niZe v textu. Viz Hilbert (1923, s. 29—31).

23 Sam Hilbert jej poprvé pouzil az pii své axiomatizaci aritmetiky, kterd nasledovala az po jeho
axiomatizaci geometrie. Stalo se tak v prednasce Uber den Zahlbegriff z podzimu 1899, tedy
mezi prvnim a druhym (jiz opravenym) vydanim dila Grundlagen der Geometrie. Tuto prednas-
ku publikoval Hilbert o rok pozdéji jako ¢lanek. Viz Hilbert (1900b, s. 240).

24 Bernays (1970, s. 197f).

25 Ani zadné jeho alternativa, kterou by se zarucovala spojitost geometrie (viz pozn. 2), tj. kromé
zminéného Cantorova axiomu napf. axiom Dedekindtv (viz pozn. 28).

26 Stanovme nésledujici konvenci: pokud budeme hovofit o eukleidovské geometrii v Hilbertové
terminologii, nikoliv o eukleidovské geometrii v bézném chapéni tohoto pojmu, vyznac¢ime ji
kurzivou.
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me nekone¢né mnozstvi a az na tu, ve které plati navic V2, jsou vSechny
nespojité. Tento specialni pripad eukleidovské geometrie o axiomech
[-V2, ktera zaroven odpovid4 nasi bézné analytické geometrii, nazyval
Hilbert geometrii kartézskou. Zaroven poznamenal, Ze ackoliv axiom V2
neobsahuje bezprostredné zadny vyrok o pojmu konvergence, lze v kar-
tézské geometrii dokézat existenci meze, odpovidajici Dedekindovu fe-
zu,?” ¢imZ minil délici bod z Dedekindova axiomu.>®

Aritmeticky model pro diikaz bezespornosti

Po stanoveni systému axiomil geometrie v prvni kapitole predstavu-
je Hilbert v kapitole druhé diikaz jejich bezespornosti prostrednictvim
konstrukce aritmetického modelu.2® Pro jistotu nejprve uvedme, Ze stan-
dardni geometricka interpretace systému axiomii geometrie, ve které
jsme intuitivné zvykli uvazovat o stanovenych systémech véci, jakozto
o skutec¢nych bodech, primkach a rovinach, je v Hilbertové pojeti taktéz
pouhym logickosémantickym modelem na stejné trovni jako kterykoliv
jiny.

V aritmetickém modelu uvazujeme pod onémi vécmi, které nazyvame
~body“, pouze jejich kartézské souradnice, tj. usporadané dvojice cisel
(x, y), a pod vécmi, které nazyvame ,primkami“, usporadané trojice ¢i-
sel (m : n : s), kde m a n nejsou zaroven nula.?° O tretim systému véci,
srovinach®, zde Hilbert nemluvi. Uvedeny aritmeticky model tvoii jen

27 Hilbert (1923, s. 23). Dedekind zkonstruoval mnozinu realnych ¢isel pomoci tzv. fezi. Termin
Dedekindtiv fez oznacuje dvé disjunktni mnoziny racionalnich ¢isel, jejichz sjednoceni da celou
mnozinu racionalnich ¢isel, a je téz ztotoznovan s ¢islem, které toto rozdéleni zapti¢inuje. To
vSak mize byt jak racionélni, tak iracionalni. Mnozina vSech takovych ¢isel bude mnozinou ¢isel
realnych. Viz Epple (1999, s. 379f).

28 ,Rozdélime-li vSechny body pfimky na dvé tiidy tak, ze kazdy bod prvni tfidy lezi vlevo od kazdé-
ho bodu druhé t¥idy, potom existuje jeden a prave jeden bod, ktery déli vSechny body na tyto dvé
tridy, tedy bod, ve kterém je piimka na tyto dve ¢asti rozsttizena.“ Dedekind (1872, s. 322). Di-
vodem, pro¢ Hilbert namisto tohoto postulatu pouzil pro zajisténi spojitosti dvojici axiomu (V),
byla dle interpretace Halletta a Majera jeho tizka provazanost s aritmetickym svétem. Hilbert
se snazil vybudovat svou geometrii bez pouziti pojmu ¢isla. Viz Hallett & Majer (2004, s. 430);
srov. niZe v textu kapitolu Hilbertovy diivody.

29 U Hilberta neruci za bezespornost eukleidovské geometrie pouhy nazor, na rozdil od Paschovych
a Eukleidovych axiomi. Hilbert se opie o bezespornost aritmetiky.

30 Vyraz ,bod lezi na ptimce“, ktery se vyskytuje v axiomech, bude v tomto pojeti znamenat, 7e
C¢isla x, y, m, n, s vyhovuji jisté rovnici: mx + ny + s = 0. Body (x, y) pak budou leZet na pfimce
(m : n:s). Viz Hilbert (1923, s. 24).
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pro dvojrozmérnou geometrii a poznamenava pouze, ze rozsireni do tie-
tiho rozmeéru by jiz nebylo obtizné.

Pro uvedenym zptisobem pozménénou interpretaci zakladnich poj-
mi maji byt nyni stanovené axiomy I-V2 splnény. Dosazujeme-li za ony
promeénné x, y, m, n, s realna ¢isla, platnost axiomti ovéfime snadno.3
Zaroven tim s odvolanim na bezespornost aritmetiky realnych ¢isel po-
davame dukaz bezespornosti geometrie o uvedenych axiomech I-V2,
tj. geometrie kartézské dle Hilbertovy terminologie.3

Hilbert vsak ve druhé kapitole Grundlagen postupoval jinak. Nejprve
konstruoval aritmeticky model pro diitkaz bezespornosti libovolné geo-
metrie eukleidovské, tj. model, ve kterém jsou splnény zatim jen axio-
my I-V1. Samoziejmé, jestlize n4S model, ve kterém jsme za proménné
x, y, m, n, s dosazovali realna cisla, splnoval axiomy I-V2, splnoval
i axiomy I-V1. Ptejme se vSak s Hilbertem nové: Lze za ony proménné
dosazovat i vybérem z néjaké uzsi mnoziny? Pokud ano, ktera mnozina
bude ta nejmensi mozna? MiiZe jit napf. jen o ¢isla cela?

Predné, jak vyzaduje Archimédiv axiom V1, tato mnozina musi byt
néjakym algebraickym télesem, tj. strukturou, ktera obsahuje vysledky
operaci s¢itani a nasobeni u vSech dvojic svych prvki. Toto téleso musi
byt dale archimédovské, tj. usporadané a s tou vlastnosti, Ze pti zvoleni
libovolnych dvou prvki 1ze ndsobenim mensiho z nich néjakym celym
¢islem vzdy ziskat ¢islo, které bude vétsi nez ¢islo druhé. To by napi-.
racionalni cisla spliiovala, nepodarilo by se nam vsak na nich ovérit
axiomy shodnosti III, které kromé prenaseni tsecek a thld umoznuji
také provadéni shodnych zobrazeni, tj. geometrickych operaci posunuti,
osové soumeérnosti ¢i rotace. Vysledkem naposledy jmenované operace
rotace v aritmetickém modelu s racionalnimi ¢isly by totiz jiz mohl byt
i bod o iracionalnich souradnicich. Pti konstrukei hledaného télesa tedy
31 Axiomy incidence I tim, Ze bod a p¥imka vyhovuji rovnici z predchozi poznamky, axiomy uspo-

fadani II tim, Ze je téleso redlnych ¢isel usporadané, axiomy shodnosti III, které umoznuji pro-

vadéni geometrickych operaci (viz niZe), tim, Ze soutadnice bodu po jejich provedeni budou opét
redlné, axiom o rovnobézkach IV tim, Ze pro danou pfimku (m : n : s) adanybod A [x , y ] mimo
ni existuje jedind pfimka (m : n : 1), spliiujici rovnici mx, + ny, + t = 0, aby zaroven Zadny bod
Alx, y], ktery vyhovuje mx + ny + t = 0, nevyhovoval sou¢asné rovnici pro pivodné danou piim-
ku (m : n:s),tj. mx + ny + s = 0. Nakonec jsou splnény i axiomy spojitosti: Archimédiv axiom

V1 proto, Ze jsou redlna ¢isla archimédovskym télesem, a axiom tplnosti V2 proto, Ze mnozinu

realnych ¢isel nelze pii zachovani predchozich axiomi rozsifovat o jakakoliv dalsi ¢isla.
32 Rikame pak, e realna &isla indukuji kartézskou geometrii.
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musime kromé vSech aritmetickych operaci, nutnych pro konstrukei té-
lesa racionalnich ¢isel, tj. s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, pridat navic
operaci odmocniny ze souctu ¢tvercti, zkracené v1 + w?2, kde symbol w
znaci prvek, ktery jiz v télese je.3

Takto zkonstruované téleso indukuje nejmensi moznou eukleidov-
skou geometrii, ve které jsou splnény vSechny axiomy I-V1. Kazdé jeji
roz$ifeni o dalsi body potom bude v aritmetickém modelu znamenat
i rozsireni prislusného algebraického télesa. Maximalnim takovym roz-
Sitenim je kartézskd geometrie a ji prislusné téleso redlnych cisel. Hil-
bert kapitolu zakonéuje takto:

»Lze nahlédnout, Ze existuje nekone¢né mnoho geometrii,
které vyhovuji axiomim I-V1, oproti tomu jen jedna jedina,
totiz geometrie kartézska, ve které plati zaroven axiom upl-
nosti V2,34

K tématu patii i metoda, kterou Hilbert uvedl az na konci kapitoly treti
po redefinici Eukleidovy nauky o proporcich, pro jednoznacné prirazeni
redlnych ¢isel (ne nutné vSech) vS§em bodiim dané primky (v prislusné
eukleidovské, tj. i nespojité, geometrii).3s

33 Vysledné téleso, Hilbertem oznacované jako Q, je mensi nezZ téleso realnych ¢isel a je oproti
nému spocitatelné. Zaroven je i mensi nez Dedekindem navrzené téleso algebraickych disel,
které ptivodné pouzil Dedekind pro ukdzani nespojitosti eukleidovské geometrie, a Hilbert tak
timto télesem Q Dedekindovu podminku zptestiuje. Viz Hilbert (1923, s. 24ff); srov. Dedekind
(1888, s. 339). O konstrukei tohoto télesa v Hilbertovych Grundlagen referoval téz Jiii Fiala, viz
Fiala (2011, s. 22). Vychodiskem mu vsak byly geometrické konstrukce pravitkem a etalonem,
uvedené az na konci dila v sedmé kapitole.

34 Hilbert (1923, s. 26).

35 Na pfimce stanovime dva body a ozna¢ime je 0 a 1. Potom budeme vyslednou tsecku stale pilit
a v kazdém kroku pfifadime ptislusnému bodu ¢islo Zin . Use¢ku mezi po¢atkem a timto bodem
znadi Hilbert 0 zi,, . Nanasime-li ji za sebou smérem k bodu 1, pritadime vyslednym bodiim hod-
noty 2—":1, a nanasime-li ji na opa¢nou stranu, pfitazujeme hodnoty — on- Viz Hilbert (1923, s. 51).

Tato metoda vyZaduje Archimédtiv axiom Vi, ktery zarucuje, Ze se v rozvoji zlomkl zin body
nenahusti jesté na jiném misté pfimky nez u pocatku, a tedy, ze ¢islo o nebude pridéleno dvéma
riznym bodiim (viz nestandardni analyza). Vice k tématu viz Toepell (1986, s. 70ff). Zavedeni
nebo nezavedeni axiomu uplnosti V2 potom rozhoduje o tom, zda lze také opaénym smérem
prifadit bod v§em realnym ¢islim. To lze provést pouze v geometrii kartézské.

Pro zajimavost poznamenejme, ze Hilbert toto téma ve zminénych ptedchozich prednaskach
z roku 1898/1899 uvedl tryvkem z dramatu Gottloba E. Lessinga (1729—1781) Moudry Nathan,
pojednavajicim o tom, ze nejvétsim divem ze vSech je, Ze ndm jsou skuteéné divy skryty ve své
vSednosti. Hilbert zminil nasledné kli¢ovou roli, kterou hraje obycejné ¢islo v ptirodnich védach.
Viz Toepell (1986, s. 194).
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To, Ze se Hilbertovi pro zminéné geometrie (jak kartézské o axio-
mech I-V2, tak eukleidovskych o axiomech I-V1) podarilo nalézt arit-
metické modely, v nichz byly prislusné axiomy splnény, zaroven podle
néj dokazovalo, Ze jsou tyto geometrie bezesporné. Predev§im v pii-
padé geometrii eukleidovskych to pro jejich nespojitost nebylo viibec
samoziejmé, a tento Hilbertiiv pocin tak nelze povazovat za vyhradné
formalni.

Kromé uvedeného diitkazu bezespornosti celého axiomatického sys-
tému vyuzil Hilbert v druhé kapitole aritmetické modely i v diikazech
nezavislosti jednotlivych skupin axiomi. Dikaz nezavislosti axiomt
spojitosti (V) pritom navic zahrnoval popis novych nearchimédouvskijch
geometrii, tvofenych pouze axiomy I-IV, tj. takovych, kde oproti vyse
uvedenym prikladim na neplatnost axiomu tplnosti V2 jiz neplati ani
Archimédtiv axiom V1.3¢

Hilbertovy divody

Standardnim vykladem hlavniho divodu pro vznik Hilbertova dila je, Ze
v ném chtél Hilbert vyjasnit vzajemné logické zavislosti mezi hlavnimi
vétami eukleidovské geometrie, a tento cil mél Hilbert sledovat i uve-
denim svého vlastniho, nového systému axiom, které mély byt podany
v co nejprehlednéjsim a nejvhodnéjsim tvaru. Tento systém meél zjed-
nodusit systém Eukleidav a zacelit jeho nedostatky.3” Podle Hermanna
Weyla chtél Hilbert ve svém dile predevsim obréatit trend nastoleny Pe-
anem a Veronesem, jejichz vystavba geometrie byla kviili zna¢né snaze
o minimalizaci poc¢tu nedefinovanych pojmi velmi obtiZné srozumitel-
na. Stanovenim bodd, pfimek a rovin za zékladni pojmy a stanovenim
incidence, usporadani (byti mezi) a shodnosti za zakladni vztahy mél
Hilbert vyznamné napomoci svym ¢tenaiim k pochopeni svého dila, ne-
bof se tim zcela zdmérné priklonil k tradici, vSem dobi'e znamé z Euklei-
dovych Zakladi.3®

36 Nearchimédovské geometrie oznacil Poincaré za Hilbertovu nejoriginalnéjsi koncepci. Hilbert
se vSak v Grundlagen der Geometrie odkazuje v souvislosti s nimi jiz na piedchozi vyzkumy
Veroneseho. Viz Poincaré (1903, s. 10), Veronese (1884).

37 Viz napt. Epple (19909, s. 401).

38 Srov. Weyl (1944, s. 265); Reid (1970, s. 60).
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Pro porozuméni Hilbertovym motivacim je v§ak nutné zminit, ¢eho si
vSiml Felix Klein. Pii porovnani Grundlagen der Geometrie se zaznamy
drivéjsich Hilbertovych prednések je zfetelné, ze se Hilbertovy divody pro
novou axiomatizaci geometrie ménily v ¢ase. Dle Kleina bylo koneénym
Hilbertovym cilem vyjasnéni situace ohledné axiomt spojitosti.?° K tomu-
to nazoru se priklanime nejvice a propojeni mezi spojitosti a bezespornos-
ti v Hilbertoveé pojeti jsme se vyse v tomto ¢lanku pokusili objasnit.

Dle Blumenthala bylo Hilbertovym cilem vybudovat tiplnou axiomati-
ku zcela mimo nauku o celych éislech, coz mu mélo slouzit jako argument
proti pojeti Leopolda Kroneckera (1821-1891), podle néhoz jednoznaéné
existuji pouze cela kladn4 ¢isla a z ostatnich matematickych objektii maji
mit legitimni platnost jen ty, které lze z celych éisel v koneéném poctu
kroki zkonstruovat.4 Geometrie méla byt pro tento Hilbertiv zamér tim
nejpristupnéjsim oborem. K této interpretaci vSak poznamenejme, Ze ac¢-
koliv pii stanovovani axioml geometrie ¢islo vskutku zavedeno nebylo,
pii dokazovani bezespornosti geometrie se Hilbert pfesto o aritmetiku
opira.

Hilbert pritom poklada zalozeni geometrie za obtiznéjsi nez zaloze-
ni aritmetiky. O teorii ¢isel a jejim vztahu k ostatnim obortim se ve své
predmluve k Zahlbericht z roku 1897 vyjadiuje takto:

»L...] jednoduchost jejich zaklad, presnost jejich pojmi
a Cistota jejich pravd; tyto vlastnosti ji nalezeji od zacatku,
zatimco ostatni matematické védni obory musely projit krat-
$im nebo delsim vyvojem, nez byly vSude splnény pozadavky
na jistotu v pojmech a prisnost v diikazech.“ +

Hilbert dale v textu uvadji, ze cilem moderni aritmetizace geometrie, kte-
rou zapriéinily vizkumy neeukleidovské geometrie, je zptisnéni geomet-
rickych dikazi pomoci co nejptiméjsiho zavedeni cisla.

39 Klein (1968, 2. dil, s. 200); vice k tématu viz Toepell (1986, s. 199).

40 Blumenthal (2012, s. 176); srov. Blumenthal (1970, s. 391); vice k tématu viz Ewald (2006,
S. 942).

41 ,[...] die Einfachheit ihrer Grundlagen, die Genauigkeit ihrer Begriffe und die Reinheit ihrer Wa-
hrheiten; ihr kommen diese Eigenschaften von Hause aus zu, wiahrend andere mathematische
Wissenszweige erst eine mehr oder minder lange Entwicklung haben durchmachen miissen, bis
die Forderungen der Sicherheit in den Begriffen und der Strenge in den Beweisen tiberall erfiillt
worden sind.“ Hilbert (1897, s. 63).
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Vliv axiomatiky

Axiomy v Hilbertové pojeti nebyly zaloZené na nazoru, jako axiomy Eu-
kleidovy ¢i Paschovy, a nebyly tak chapany jako evidentné pravdiva tvr-
zeni, ktera maji oporu v realném svété. Predstavovaly oproti tomu mno-
zinu nedokazanych, ale vzdy pravdivych vét, kterou pti budovani jisté
abstraktni teorie stanovuje autor zcela libovolné, pokud jen jsou jednotli-
vé axiomy vzajemné bezesporné. V Hilbertové pojeti pak za predpokladu
dtikazu bezespornosti axiomi vzdy existuji také ony zakladni pojmys, tj.
systémy véci, které jsou prostfednictvim axiomt implicitné definovany.
Hilbert tak obratil dosavadni vztah mezi existenci a bezespornosti, ¢imz
se zapsal poprvé do dé€jin logiky. JelikoZ implicitni definice neobjasnova-
ly, co konkrétné jednotlivé systémy véci oznacuji a zda viibec néco, byly
tyto definice ontologicky neutralni, coz bylo v souladu s dobovym tren-
dem neutralizovat metafyzické otazky v matematice.+* Hilbert je proto
nyni znam i v d€jinach filosofie.

Po vydéani Grundlagen der Geometrie se s Hilbertem na toto téma
prel logicista Gottlob Frege (1849—1915).4 Hilbert drzel stanovisko, ze
matematika je dana nezavisle na logice a vyzaduje nékteré matematic-
ké objekty, které lezi mimo logiku. Ty je nutné postulovat a v axiomech,
tj. jejich implicitnich definicich, uvést vSechny pozadované vlastnosti.
V navaznosti na uvedenou korespondenci s Fregem si Hilbert utvrdil
své stanovisko roku 1904 v piednasce Uber die Grundlagen der Logik
und der Arithmetik na univerzité v Heidelbergu. Hilbert pozaduje, aby
ani jeden z obou oborti nebyl zahrnovan pod druhy, ale aby se usilovalo
o jejich paralelni rozvoj.+

Zaver

V tomto ¢lanku jsme vysvétlili Hilbertovo pojeti aritmetizace geometrie
jako prostiredku pro diikaz jeji bezespornosti. Podminkou k tomu bylo
zavedeni axiomatizace, tedy stanoveni nového systému axiomt pro ge-
42 Viz napt. Epple (1999, s. 401).

43 Dubucs (1992); viz Epple (19909, s. 407); srov. Bediirftig & Murawski (2015, s. 98).

44 Hilbert (1904); srov. Trlifajova (2010, s. 96f, 9of); dale téz Vopénka & Vétroveova (2015, s. 204)
a Epple (1999, s. 403, 410).
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ometrii tradovanou od Eukleidovych Zdkladii. Uvedli jsme, Ze tato geo-
metrie, téZ bézné nazyvana eukleidovska, je za nutné spojitou pouze
povazovana, ale ve skute¢nosti nemusi nékteré body viibec obsahovat.
Proto Hilbert zavadi rozliSeni mezi geometrii eukleidovskou a geometrii
kartézskou, ktera predstavuje jeji specialni pripad jakozto jedina spo-
jita eukleidovskd geometrie. Aritmetizace geometrie tak Hilberta vedla
k zavedeni zobecnénych spojitych pojmi, jako napt. primka, na podkla-
de€ ptivodné diskrétniho ¢iselného oboru. Teprve aritmetizace geometrie
kartézské bude prevodem na spojitou aritmetiku realnych ¢isel.

Mtizeme si polozit otazku, zda formalistickd matematika, ktera neni
zaloZena na nazoru a ktera povede az k digitalizaci, neklade chybny obec-
ny standard.+ Disledky tohoto pojeti matematiky, jichz si Hilbert vSiml,
jej mohly vést k tomu, aby ve svych prednaskach Anschauliche Geomet-
rie z roku 1920/19214° zaujal diametralné opacné stanovisko a predstavil
studentlim geometrii, ktera nebyla redukovana na dokonale presné véty,
ale byla zato pro studenty snadnéji pochopitelna diky svému zaloZeni
v nazoru, analogicky jako u geometrii z dél Pasche ¢i Eukleida.+” V té
dobé vsak sdm pokracoval v praci na abstraktni teorii diikazu. Proto se
domnivame, ze oba tyto znamé Hilbertovy prispévky k filosofii matema-
tiky a formalni logice, tj. formalismus i teorie diikazu, maji své koreny
jiz pri hledani axiomatizace a aritmetizace geometrie v Grundlagen der
Geometrie.
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Abstract

Hilbert’s arithmetisation of geometry

In this article, we describe how David Hilbert (1862—1943) understood the ari-
thmetisation of geometry in the book Grundlagen der Geometrie from 1899.
First, we introduce Hilbert’s forerunners from the same period who were either
asking for changes in the foundations of geometry or implemented them by axio-
matic-deductive method, and we do not omit the work included in Hilbert’s pre-
vious lectures. Further, we try to explain the contents of the first two chapters
of the book and present the context which is necessary to understand them. We
present the implicit definitions of the elementary notions and relationships in the
axioms and Hilberts division of the axioms into groups. We focus more on the
axioms of continuity in context with the problem of the consistency of particular
geometries by describing the construction of the arithmetical model of the axioms
of geometry that Hilbert uses for the consistency proof. At the end, we strive to
show Hilbert’s main intentions for writing the book and we mention some of the
implications of his treatment.
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